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概 要

In 2006 the Suzuki-Sato algorithm for computing comprehensive Gröbner systems, was intro-
duced. In this paper we improve the Suzuki-Sato algorithm by new efficient techniques. The
original Suzuki-Sato algorithm often creates overmuch cells of the parameter space for com-
prehensive Gröbner systems. Therefore the computation becomes heavy. However, by using
our techniques, we can obtain different cells. In many cases, this number of cells of parameter
space is smaller than that of Suzuki-Sato’s. Therefore, our new algorithm is more efficient than
Suzuki-Sato’s one, and outputs a nice comprehensive Gröbner system.

1 はじめに
本稿は，係数にパラメータを持つ多項式イデアルのパラメトリック・グレブナ基底の計算の

テクニックについて考える．パラメトリック・グレブナ基底は主に “包括的グレブナ基底” と

“包括的グレブナ基底系”の二種類ある．それぞれ，Weispfenning [Wei92]により紹介され，そ

の後，数々の研究 [DS97, Mon02, MM06, SS03, SS06, Wei03]がなされると共にいくつかの計算

機代数システムに実装されている．

本稿では 2006年に Suzuki, Sato [SS06]によって発表された包括的グレブナ基底系の計算アル

ゴリズムをより効率のよいものに改良するためのテクニックについて考える．

グレブナ基底の有用性はさまざまな分野で広く知られており今だ多くの研究者が研究をしてい

る [Buc65, BW98]．もちろん，数々の問題においてパラメータの付いた多項式が現れる場合も

ありこれらの問題を解くにはパラメトリック・グレブナ基底を計算する必要がある．このことよ

りパラメトリック・グレブナ基底はそれ自体が重要な研究のテーマでもあり，問題を解くための

重要な道具でもある．本稿ではパラメトリック・グレブナ基底として “包括的グレブナ基底系”

を考える．包括的グレブナ基底系とは，雑に言うとパラメータ空間のセルと各セルに伴うパラ

メータ付きの多項式の集合からなる集合である．パラメータを持つ多項式イデアルを I とする．

もし，ある項順序に関しての I の包括的グレブナ基底からセルとして Pを取りそれに伴うパラ
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メータ付きの多項式をGとすると，このときパラメータの取る値を Pから任意の値を取りGに

代入したものはいつでもそのパラメータの値をイデアル Iに代入した物のイデアルのグレブナ基

底になっている．このようなものが包括的グレブナ基底系である．

包括的グレブナ基底系の計算アルゴリズムとして Suzuki-Satoアルゴリズムがある．一般的

な包括的グレブナ基底系の計算手順は木構造をなし，各枝の分枝は多項式の先頭項がゼロになる

かならないかで決められる．しかしながら，Suzuki-Satoアルゴリズムはグレブナ基底の安定性

の理論を用い，各枝の分枝として多項式の先頭項がゼロになる場合のみを用いている．本稿では

Suzuki-Satoアルゴリズムでなす木構造の分枝に先頭項がゼロにならない場合 (“, 0”)の枝を作

ると言う操作を加えて Suzuki-Satoアルゴリズムを改良する．この操作により全体として小さ

な木構造を作ることができ計算の効率化をはかると共により良い出力も得ることができる．

本稿の計画として 2章で本稿で扱う記号の紹介をし，3章で Suzuki-Satoアルゴリズムを見

る．4章では，メインとなるテクニックと新しいアルゴリズムについて述べ，5章ではいくつか

の計算の戦略とベンチマークについて述べる．最後に 6章においてこの論文をまとめる．

2 記号
本稿において以下の記号を固定する．K を体とし Lを K の拡大体とする．X̄ = {X1, . . . , Xn},

Ā = {A1, . . . , Am} を変数とし X̄ ∩ Ā = ∅とする．pp(X̄)，pp(Ā), pp(Ā, X̄)を順に X̄ の項 (power

product)の集合，Āの項の集合，X̄ ∪ Āの項の集合とする．Nを自然数の集合（0を含む），Qを
有理数体，Cを複素数体とする．K[Ā][X̄] := (K[Ā])[X̄]を多項式環 K[Ā]を係数ドメインとする

多項式環とし，いま多項式 f を 0でない K[Ā, X̄] (または K[Ā][X̄])の元とする．ここで pp(Ā, X̄)

(または pp(X̄)) 上の任意の項順序を � としたとき以下を定義する．(もし， f が K[Ā][X̄] の元

のとき K[Ā, X̄] の元との混乱をさせるため添え字 X̄ を付ける．) f の先頭項を lpp( f ) (または

lppX̄( f )) (leading power product)，先頭係数を lc( f ) (または lcX̄( f )) (leading coefficient)，先頭

単項を lm( f ) := lc( f ) lm( f ) (または lmX̄( f )) (leading monomial)と書く．多項式 f の単項の集

合を Mono( f ) (または MonoX̄( f )) と書く．もし，lpp( f ) = Aα1
1 · · · A

αm
m Xβ1

1 · · · X
βn
n ∈ pp(Ā, X̄) な

ら次数として deg{Ā,X̄}( f ) := (α1, . . . , αm, β1, . . . , βn) ∈ Nm+n，degX1
( f ) := β1 ∈ Nと表す．F を

K[Ā, X̄] (または K[Ā][X̄]）の多項式の集合とする．そのとき，lc(F) := {lc( f ) : f ∈ F} (または　

lcX̄(F) := {lcX̄( f ) : f ∈ F}), lpp( f ) := {lpp( f ) : f ∈ F} (または lppX̄(F) := {lppX̄( f ) : f ∈ F})と
する．

例 1
a, b, x, y を変数とし， f = 2ax2y + bx2y + 3x + by + 1 を多項式とする．もし f を Q[x, y, a, b]

の元と見ると，辞書式順序 x � y � a � y に関して以下となる．lpp( f ) = ax2y, lc( f ) = 2,

lm( f ) = 2ax2y, Mono( f ) = {2ax2y, bx2y, 3x, by, 1}．次に， f を Q[a, b][x, y]の元と見ると，辞書

式順序 x � yに関して以下となる．lpp{x,y}( f ) = x2y, lc{x,y}( f ) = 2a + b, lm{x,y}( f ) = (2a + b)x2y,

Mono{x,y}( f ) =
{
(2a + b)x2y, 3x, by, 1

}
．

本稿では Vとアングル・ブラケット 〈 · 〉を次のように定義する． f1, . . . , fk ∈ K[Ā]において，

V( f1, . . . , fk) ⊆ Lm を f1, . . . , fk のアフェイン代数多様体と定義する．すなわち，V( f1, . . . , fk) =
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{ā ∈ Lm : f1(ā) = · · · = fk(ā) = 0}．Rを単位元を持つ可換環とする．そのとき，f1, . . . , fk ∈ Rに

おいて 〈 f1, . . . , fk〉 := {∑s
i=1 hi fi : h1, . . . , hk ∈ R}．

3 Suzuki-Satoのアプローチ
本章では 2006年に Suzukiと Sato[SS06]によって発表されたパラメトリック・グレブナ基底

計算アルゴリズムを紹介する．この Suzuki-Satoのアルゴリズムはグレブナ基底の安定性の理論

を用いて構成されているので，まずグレブナ基底の安定性について述べ，次に Suzuki-Satoのア

ルゴリズムを紹介する．

3.1 グレブナ基底の安定性

ここでは K[Ā][X̄]上におけるイデアルのグレブナ基底の安定性について見る．グレブナ基底

の安定性については多くの研究者がその性質を研究し論文 [Bec94, Gia87, Kal97, FGT01, Sat05]

などで見ることができる．ここでは主に Kalkbrener [Kal97]の結果について述べる．

まず，K[Ā][X̄]上におけるイデアルのグレブナ基底の定義からこの章を始める．

定義 2 (グレブナ基底)
I ⊆ K[Ā][X̄]をイデアル，Gを K[Ā][X̄]の部分集合，�を pp(X̄)上の単項順序とする．もし，G

が lmX̄(I) = 〈lmX̄(G)〉を満たすならば，Gを I の �に関するグレブナ基底と呼ぶ．

多項式環 K[Ā][X̄]と K[Ā, X̄]が同型ということと，ブロック項順序 X̄ � Āを使うことでこの

グレブナ基底は簡単に計算できることが次のようによく知られている．

アルゴリズム 3 (GröbnerBasis(F,�))
Input F:K[Ā][X̄]の有限集合， �: pp(X̄)上の項順序，

Output G: 〈F〉の �に関するグレブナ基底．

(1) F を K[Ā, X̄]の集合と考える．(明らかに K[Ā][X̄]は K[Ā, X̄]と同型である．)

(2) X̄が Āより大 (X̄ � Ā)となるブロック・オーダーにおいて 〈F〉の簡約グレブナ基底 (reduced

Gröbner basis) G を K[Ā, X̄]上で計算する．(pp(X̄)上の項順序は �で pp(Ā)上の項順序

は任意でよい．)

(3) Gを K[Ā][X̄]の集合と見る．そのとき，Gは 〈F〉の �に関するグレブナ基底である．

注意: K[Ā][X̄]上のグレブナ基底を得るためには，(2)において簡約グレブナ基底を計算する必

要はなく，ノーマルなグレブナ基底を求める計算で十分である．しかしながら，Suzuki-Satoの

アルゴリズムと新しいアプローチにおいてアルゴリズムの停止性を証明するために簡約グレブナ

基底の性質が必要になる．そのため，ここでは (2)で簡約グレブナ基底を計算することにする．

特化準同型写像 (specialization homomorphism) σ : K[Ā] → L を定義し，更にこれを σ :

K[Ā][X̄] → L[X̄]へと自然に拡張する．イデアル I ⊆ K[Ā][X̄]の σ による像を σ(I) := {σ( f ) :

f ∈ I} ⊆ L[X̄]とする．
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定義 4 (安定)
I を K[Ā][X̄]のイデアルとし，σ : K[Ā] → Lを特化準同型写像，�を pp(X̄)の項順序とする．

その時，イデアル I が σ(lmX̄(I)) = lm(σ(I))を満たすならば，I は σと �において安定と言う．
(σ(lmX̄(I)) := {σ(lmX̄( f )) : f ∈ I}, lm(σ(I)) := {lm( f ) : f ∈ σ(I)}．)

次の定理はパラメトリック・グレブナ基底を求める Suzuki-Satoのアルゴリズムの鍵となる重

要な定理である．

定理 5 (Kalkbrener (1997) [Kal97])
I を K[Ā][X̄] のイデアル，σ : K[Ā] → L を特化準同型写像，� を pp(X̄) の項順序とし，G =

{g1, . . . , gs}を I の �に関してのグレブナ基底とする．Gの各要素 gi は順序付けられており次の

ようなると仮定する．r ∈ {1, . . . , s}が存在し
•各 i ∈ {1, . . . , r}で σ(lcX̄(gi)) , 0となる．

•各 i ∈ {r + 1, . . . , s}で σ(lcX̄(gi)) = 0となる．

このとき次の 3つは同値である．

(1) I は σと �において安定である．
(2) {σ(g1), . . . , σ(gr)}は �に関して σ(I)のグレブナ基底である．

(3) 各 i ∈ {r + 1, . . . , s}で，σ(gi)は {σ(g1), . . . , σ(gr)}によって 0へ簡約される．

3.2 Suzuki-Satoアルゴリズム
2006年に Suzuki-Satoによってパラメトリック・グレブナ基底計算アルゴリズム [SS06]が発

表された．このアルゴリズムは体を係数ドメインとする多項式環上で一般的なグレブナ基底を再

帰的に計算することによって構成されており，他のパラメトリック・グレブナ基底計算アルゴリ

ズムと比べると簡単な構造となっている．このアルゴリズムには前章で見たグレブナ基底の安定

性の理論が使われている．

アルゴリズムの詳細を見る前にまず以下の記号を固定する．各 ā ∈ Lm に対して特化準同型写

像 (specialization homomorphism) σā : K[Ā]→ Lを各 Aiへの aiの代入により自然に定義し，更

にこれを σā : K[Ā][X̄]→ L[X̄]へと自然に拡張する．

パラメトリック・グレブナ基底として次の包括的グレブナ基底系を定義する．実際，本論文で

はこの包括的グレブナ基底系 (comprehensive Gröbner system)を計算するための効率的で新しい

テクニックを提唱する．

定義 6 (包括的グレブナ基底系)
F を K[X̄][Ā]の有限部分集合，S ⊆ Lm を代数構成的集合，�を項順序とする．ペアの有限集合
G = {(S 1,G1), . . . , (S l,Gl)}が 〈F〉の �に関する S 上の包括的グレブナ基底系 (comprehensive
Gröbner system)であるとは以下を満たす時に言う．

1. S 1, . . . , S l は Lm の構成的部分集合，G1, . . . ,Gl は K[X̄][Ā]の有限部分集合であり，

2. S 1 ∪ · · · ∪ S l ⊇ S を満たし，
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3. 各 i = 1, . . . , lと各 ā ∈ S i に対して σā(Gi)が 〈σā(F)〉の L[X̄]上での �に関するグレブナ
基底をなす．

特に Lm 上 〈F〉の包括的グレブナ基底系 (comprehensive Gröbner system)を単に 〈F〉の �に関す
る包括的グレブナ基底系と呼ぶ．また，各代数構成的集合 S i をパラメータ空間 Lm のセル (cell)
と呼び，各ペア (S i,Gi)を断片と言う．

例 7
パラメターを a, b，変数を x, yとする．F = {ax2y + y, bx2y2 + ax + y} ⊂ Q[a, b][x, y]から生成さ

せれるイデアルの辞書式順序 x � yに関する包括的グレブナ基底系は{(
Q2\V(a, b), {a2x − by2 + ay,−b2y5 + 2bay4 − a2y3 − a3y}

)
,
(
V(a, b), {y}

)}
である．これは次を意味する． もし a , 0, b , 0ならば，　 {a2x − by2 + ay,−b2y5 + 2bay4 − a2y3 − a3y},

もし a = b = 0ならば，　 {y}．

本論文において，代数構成的集合をアフェイン多様体を用いてV( f1, .., fk)\V(g1, .., gl) ⊆ Lm の形

で表す．ここで， f1, .., fk, g1, .., gl ∈ K[Ā]である．また，本論文において LCM (Least Common

Multiple)は多項式の最小公倍元を求めるものと仮定する．

次の定理は定理 5から直接に従い，Suzuki-Satoの包括的グレブナ基底系を求めるアルゴリズ

ムを構成するための主たる定理である．どのようなときにグレブナ基底が安定しているかを考え

ることがミソである．

定理 8
F ⊂ K[Ā][X̄]，S ⊂ K[Ā] とし，G ⊂ K[Ā][X̄] をある項順序 � に関しての 〈F ∪ S 〉 ⊆ K[Ā][X̄]

のグレブナ基底とする．B := {b : b ∈ 〈S 〉, b ∈ G}，{h1, . . . , hs} := {lc(g) : g ∈ G\B} とし
h := LCM(h1, . . . , hs)とする．そのとき，任意の ā ∈ V(S )\V(h)において σā(G)は L[X̄]で項順

序 �において 〈σā(F)〉のグレブナ基底である．（このとき実際 σā(G) = σā(G\B)である．）

この定理より，包括的グレブナ基底系を求めるアルゴリズムを以下のように構成することができ

る．[SS06].

アルゴリズム 9 (Suzuki-Sato(F,�)[SS06])
Input F: K[Ā][X̄]の有限部分集合， �:pp(X̄)の項順序，

Output G: Lm 上の 〈F〉の �に関する包括的グレブナ基底系，
begin

G ← CGSMain(F, ∅,�); return(G)

end

アルゴリズム 10 (CGSMain(F,Z,�))
Input F:K[Ā][X̄]の有限部分集合， Z : K[Ā]の有限集合， �: pp(X̄)上の項順序，

Output H: V(Z)上の 〈F〉の �に関する包括的グレブナ基底系．
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begin
G ← GröbnerBasis(F,�)

if 1 ∈ G then H ← {(Z, {1}, {1})}
else

G′ ← G\{g : g ∈ G ∩ K[Ā], g ∈ 〈Z〉}; S ← {h1, .., hl} := {lcX̄( f ) : f ∈ G′} (∗∗)
if S , ∅ then h← LCM(h1, . . . , hl)

H ← {(Z, {h},G′)} ∪ CGSMain(G ∪ {h1} ,Z ∪ {h1},�) · · · ∪ CGSMain(G ∪ {hl} , Z ∪ {hl},�)

else
H ← {(Z, {1},G′)}

end-if
end-if
return(H)

end

注意: 多くの最適化のテクニックを使って良い形の包括的グレブナ基底系を求めることができ，
それらのテクニックでこのアルゴリズムを改良することは可能である．例えば (∗∗)において全
ての元を既約元に分解することもその一つである．ここでは詳しく述べない．（参照 [SS06]．）

4 新しいアプローチ
ここでは，新しいテクニックを使って Suzuki-Satoアルゴリズムを改良する．まず，新しいテ

クニックを紹介する前に，モチベーションから話を始める．

4.1 モチベーション

項順序を固定し，F を K[Ā][X̄]の部分集合とする．その時，アルゴリズムGröbnerBasisより

K[Ā][X̄]上で 〈F〉のグレブナ基底G = {g1, .., gl}を計算することができる．このとき，多項式環
の係数ドメインが多項式環なので，このグレブナ基底Gはよく次のような性質を持つ．

(♦1)¶ ³
gi , g j なる gi, g j ∈ Gでは，lppX̄(gi)| lppX̄(g j)となることがある．µ ´

もし，体を係数ドメインとする多項式環で簡約グレブナ基底を考えるならば，このようなこと

は起こらない．実際，特化準同型 K[Ā][X̄]→ L[X̄]を考えるので，K[Ā][X̄]上のグレブナ基底と

L[X̄]上のグレブナ基底のギャップを埋めることが新しいテクニックでの戦略である．すなわち，

上の性質をできるだけ避け，L[X̄]上のグレブナ基底の性質に近づけることである．これにより，

包括的グレブナ基底系のパラメータ空間のセルの数，不必要なセルを小さくすることができる．

新しいテクニックを述べる前に，Suzuki-Satoアルゴリズムの振る舞いと新しいテクニックの

アイデアについて考える．

Suzuki-Satoアルゴリズムの第一ステップは次の Figure 1のようになる．つまり，〈F〉の包括
的グレブナ基底系を計算するためにまずは l個の場合 lcX̄(g1) = 0, . . . , lcX̄(gl) = 0を考えなけれ

ばならない．
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Input: F

G = {g1, . . . , gl}

· · · · · · · · ·

?

HHHHHHHHHj

lcX̄(gl) = 0
£

£
£

££°
lcX̄(g2) = 0

©©©©©©©©©¼

lcX̄(g1) = 0

Figure 1:

このステップではグレブナ基底 Gの各先頭係数がゼロの場合を考える．第一ステップのみな

らずすべてのステップにおいてこの手順を繰り返す．ここで，Suzuki-Satoアルゴリズムはゼロ

(= 0)の場合は考察するが，先頭係数がゼロでない (, 0)は考察しない．各ステップの枝はゼロ

(= 0)の場合のみである．だから，このアルゴリズムは簡単な構造である．しかしながら，上の

性質 (♦1)を避けるために枝としてゼロでない (, 0)を考えると，オリジナルの Suzuki-Satoア

ルゴリズムから出力される木より小さな木を得ることができる．すなわち，枝としてゼロでない

(, 0)を使うと効率的に計算できる．さて，どのように，そしてどのような場合，“枝としてゼロ

でない (, 0)”を使うか？

まず，簡単なものとして，もし集合 Gの元として lppX̄(gi) = 1なる gi が存在したときを考え

る．そのとき，各 l個の多項式の先頭係数が 0の場合の l個の場合 (枝)を考える必要はない．な

ぜならば，lcX̄(gi) , 0のとき，1はすべての多項式の項 (先頭項とそれ以外のすべての項)を割る

から，明らかにグレブナ基底は {1}になる．よって他の多項式の係数が 0になろうが 0でなかろ

うが関係ない．この場合は 1個の場合 lcX̄(gi) = 0を考えるだけでよい．すなわち，lcX̄(gi) , 0

の場合 (枝)を考えることによって多くの場合 (枝)が削除されることが分かる．この考えを一般

的なものへと拡張する．ここで，各 p ∈ G において，集合 Gp := {g ∈ G\{p} : lppX̄(p)| lppX̄(g)}
を定義する．もし Gp が空集合なら，各 ā ∈ Lm\V(lcX̄(p))において，すべての lppX̄(Gp)の元は

σā(lppĀ(p))によって簡約 (リダクション)される．したがって，gpi ∈ Gp で lcX̄(gpi) = 0の場合

は考える必要はない．すなわち，構成される木の枝の数が少なくすることができ，このテクニッ

クを使うことで Suzuki-Satoアルゴリズムをより効率よく改良できると想像できる．もし，Gp

が空集合なら，そのときはこのテクニックは使えないので Suzuki-Satoアルゴリズムの手順に従

う．ここでこのアイデアについで具体的な例を見る．a, b, cをパラメータとし xを変数とする．

多項式の集合 F = {ax3, bx2, cx} ∈ Q[a, b, c][x]の包括的グレブナ基底系を求める．まず，この場

合 Suzuki-Satoアルゴリズムがどのように働くかを Figure 2で見る．

Suzuki-SatoアルゴリズムはFigure 2の木構造の手順をとる．この図での各ボックスは 〈F〉の包
括的グレブナ基底系の断片である．したがって，この図のすべてのボックスの集合

{
1 , 2 , . . . , 16

}
が 〈F〉の包括的グレブナ基底系である．もちろん，より良い包括的グレブナ基底系を得るために
色々な最適化のテクニックを使うことができる．しかしながら，基本的には Suzuki-Satoアルゴ

リズムは Figure 2のように動く．いくつかの最適化のテクニックが組み込まれた Suzuki-Sato



10 数式処理第 15巻第 1号 2008

Input: {ax3, bx2, cx} 1

2

12

7

3 4

5 6
8 9

10 11
13 14

15 16

´
´́3a = 0

Q
Qsc = 0

-b = 0-

´
´

3́b = 0
-

c = 0

³³³1a = 0

PPPqc = 0
-a = 0

Q
QQsb = 0

-c = 0

-b = 0

-
c = 0

-a = 0

-
b = 0

-
a = 0

Figure 2:

アルゴリズムは数式処理ソフト Risa/Asir[NT92]上で実装されており (参照 [SS06])，そのプロ

グラムは 〈F〉の包括的グレブナ基底系として次を出力する． (V(a)\V(cb), {x}), (V(a, b)\V(c), {x}), (V(b)\V(ac), {x}), (V(a, c)\V(b), {x2}),
(V(a, b, c), {∅}), (V(c, b)\V(a), {x3}), (V(c)\V(ab), {x2}), (C3\V(abc), {x})

．
この出力は 8個の断片を持つ．

次に新しいアイデアを使ってこの問題を考えてみる．i.e.，枝として “ , 0”を持った木を構成す

る．まず，Q[a, b, c][x]上で 〈F〉のグレブナ基底 S 1を計算する．このとき，S 1 = {ax3, bx2, cx}
である．ここで各先頭項は lpp{a,b,c}(cx) = x，lpp{a,b,c}(bx2) = x2，lpp{a,b,c}(ax3) = x3より，明らか

に x|x2そして x|x3である．もし，lc{a,b,c}(cx) = c , 0なら，そのとき明らかに 〈F〉のグレブナ基
底は {x}である．このとき生成される包括的グレブナ基底系の断片のパラメータ空間は L3\V(c)

であり，このパラメータ空間は全パラメータ空間 L3 を覆ってないので次に c = 0の場合 (枝)を

考えなくてはいけない．c = 0の場合，S 2 = {ax3, bx2}のグレブナ基底として Q[a, b, c][x]上で

は S 2自身を得る．このとき，明らかに lpp{a,b,c}(bx2)| lpp{a,b,c}(ax3)より，c = 0そして b , 0の

場合，〈F〉のグレブナ基底は {x2}である．最後に c = 0, b = 0, a , 0と c = b = a = 0の場合を考

える新しいアイデアでの手順を終了し包括的グレブナ基底系を出力する．このときの手順によっ

て得られた木構造は Figure 3である．

Input: {ax3, bx2, cx}
¤£ ¡¢S1

1 2 3

4

¤£ ¡¢S2
¤£ ¡¢S3

´
´́3c , 0

-
c = 0

-
b = 0

´
´́3b , 0 ´

´́3a , 0

Q
QQsa = 0

-

Figure 3:
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この新しいテクニックによって得られた 〈F〉の包括的グレブナ基底系は次のようになる． 1 = (C3\V(c), {x}), 2 = (V(c)\V(b), {x2}),
3 = (V(b, c)\V(a), {x3}), 4 = (V(a, b, c), {∅})

．
この包括的グレブナ基底系は 4個の断片を持つ．

前に見たように，新しいアイデアでのプロセス Figure 3は Suzuki-Satoアルゴリズムのプロセス

Figure 2よりも簡単なプロセスとなっていることが分かる．また，さらにそれぞれの出力を比べ

ると新しいアイデアから得られた包括的グレブナ基底系の断片の数は 4個で Suzuki-Satoアルゴ

リズムにより得られた断片の数 8個より少なくより良い形となっている．このことから，新しい

アイデアは Suzuki-Satoアルゴリズムよりもっと効率的であり出力の形も良くなると思われる．

次の節ではこの新しいアイデアについて厳密に述べ，このアイデアを使った包括的グレブナ基

底系を計算するための新しいアルゴリズムを与える．

4.2 新しいアルゴリズム

本節では包括的グレブナ基底系を計算するための新しいアルゴリズムを与える．新しいアルゴ

リズムを構成するための主アイデアとなる定理が次である．

定理 11
Fを K[Ā][X̄]の部分集合とし，H = {g, g1, . . . , gl}を項順序 �に関しての 〈F〉のグレブナ基底とす
る．gをHから選び，r := 1

lcX̄ (g)と rをセットし (rを新しい変数と見る)，g′ := lppX̄(g)+r·(g−lmX̄(g))

とする．今，H′ := (H\{g})∪{g′} = {g′, g1, . . . , gl} ⊆ K[r, Ā][X̄]と定義し，K[r, Ā][X̄]上でその H′

から生成されるイデアルの�に関するグレブナ基底をG′とする．さらに，G := { f ∈ K[Ā][X̄] : f ,

0, f = lcX̄(g)k · σr= 1
lcX̄ (g)

(q), degr(q) = k ∈ N, q ∈ G′}とし，{h1, . . . , he} := {lcX̄( f ) ∈ K[Ā] : f ∈ G}
とする．

その時，各 ā ∈ Lm\(V(lcX̄(g)) ∪V(h))で，σā(G)は 〈σā(F)〉の �に関するグレブナ基底である．
ここで，h = LCM(h1, · · · , he)とし，σr= 1

lcX̄ (g)
(q)は変数 rに 1

lcX̄ (g) を代入することを意味する．

証明 各 ā = (a1, . . . , am) ∈ Lm\(V(lcX̄(g)) ∪V(h))で，σā(lcĀ(g)) , 0，σā(r) , 0となる．いま

b̄ := (a1, . . . , am,
1

σā(lc(g)) ) ∈ Lm+1 を考える．G′の定義より，各 p ∈ G′において，σb̄(lmX̄(p)) , 0

である．よって，定理 8 より， σb̄(G′) は � に関して 〈σb̄(H′)〉 のグレブナ基底である．実際，
〈σb̄(G′)〉 = 〈σā(G)〉である．したがって，σā(G)も �に関して 〈σb̄(H′)〉のグレブナ基底である．
σā(gi) = σb̄(gi)と各 1 ≤ i ≤ lにおいて 〈σā(g)〉 = 〈σb̄(g′)〉なので，〈σb̄(H′)〉 = 〈σā(H)〉が成り立
つ．σā は環準同型写像なので，明らかに 〈σā(H)〉 = 〈σā(F)〉となる．以上より，σā(G)は �に
関して 〈σā(F)〉のグレブナ基底である．

次の系は定理 11から直接従う結果であり，定理 11の一般化である．この系を使うことで包

括的グレブナ基底系を計算する新しいアルゴリズムを Suzuki-Satoアルゴリズムと同様に再帰

的構造となるように構成できる．
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系 12
F を K[Ā][X̄] の部分集合とし，Z1，Z2 を K[Ā] の部分集合で 〈Z1〉 ⊂/〈Z2〉 とする．H = {g, g1,

. . . , gl} を項順序 � に関しての 〈F ∪ Z1〉 のグレブナ基底とする．g を H から選び，r := 1
lcX̄ (g)

と r をセットし (r を新しい変数と見る)，g′ := lppX̄(g) + r · (g − lmX̄(g)) とする．今，H′ :=

(H\{g}) ∪ {g′} = {g′, g1, . . . , gl} ⊆ K[r, Ā][X̄]と定義し，K[r, Ā][X̄]上でその H′ から生成される

イデアルの � に関するグレブナ基底を G′ とする．さらに，G := { f ∈ K[Ā][X̄] : f , 0, f =

lcX̄(g)k · σr= 1
lcX̄ (g)

(q), degr(q) = k ∈ N, q ∈ G′}とし，{h1, . . . , he} := {lcX̄( f ) ∈ K[Ā] : f ∈ G}とす
る．

その時，各 ā ∈ V(Z1)\(V(Z2) ∪ V(lcX̄(g)) ∪ V(h))で，σā(G)は 〈σā(F)〉の �に関するグレブナ
基底である．ここで，h = LCM(h1, · · · , he)である．

ここで重要なことは，新しい変数 r を係数ドメインの多項式環上に導入したことである．これ

が，アイデアの一つで鍵である．この変数 r を使うことにで，多項式 gをモニックにする操作

をしたとしても rによって gの先頭係数の情報はキープされる．これら定理 11，系 12を使うこ

とによって包括的グレブナ基底系計算が “どのようになるか？”，“どのように効率的か？”を次

の例で見る．

例 13
F = {xy + x, ax2 + y + 2, bxy + y}をQ[a, b][x, y]部分集合とし，a, bをパラメータ，x, yを変数と

すし，�を x � yとなる辞書式順序とする．このとき �に関しての 〈F〉の包括的グレブナ基底
系を求める．

(1)まず最初にアルゴリズム GröbnerBasisによって �に関しての 〈F〉のグレブナ基底を計算
する．ここでアルゴリズムGröbnerBasis(F,�)はグレブナ基底として {a+b2, y+1, bx+1, ax−b}
を出力する．このとき明らかに，各 α ∈ C2\V(a+ b2)において，{1}は �に関して 〈σα(F)〉のグ
レブナ基底である．したがって，ここで包括的グレブナ基底系の一つの断片 (C2\V(a + b2), {1})
を得る．

(2) 次に，{a + b2 = 0} の場合を考えなければいけない．ここで，定理 8 より断片 (V(a +

b2)\V(ab), {y + 1, bx + 1, ax − b})を得ることができる．しかし，この手順は Suzuki-Satoアルゴ

リズムと同じである．今，定理 11と系 12を使っての包括的グレブナ基底系の計算方法を考察

しているのでここでは定理 8を使った手順を適用しないようにする．定理 11と系 12を使うの

で，まず集合 {y + 1, bx + 1, ax − b}から多項式を一つ選ばなければいけない．さて，

包括的グレブナ基底系を “効率”よく計算するためにはどの多項式を選べばよいか？

この問題は効率化そして計算速度と言う面で重要である．ここで lpp{x,y}(bx+1)は lpp{x,y}(ax−b)

を割り，そして lpp{x,y}(ax − b)は lpp{x,y}(bx + 1)を割ることが分かる．選ばれた多項式はモニッ

クにされ，そしてまたグレブナ基底を計算することからモニックにされた多項式がQ[a, b][x, y]

上で他の多項式をリダクションすることができれば先頭項の集合の元の数を減らすことができる

と思われる．なので，ここでは ax − bもしくは bx + 1を選んだ方が効率的に計算できると思わ

れる．ここでは ax − bを選ぶとする．定理 11に従うとまず ax − bをモニックの多項式 x − br
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へと変形する．ここで rは新しい変数で実際 r := 1
a である．すなわち，ここでは a , 0を仮定

している．

(3) 今，{a + b2 = 0, a , 0}の場合を考えている．�に関しての 〈a + b2, y + 1, bx + 1, x − br〉
のグレブナ基底をQ[a, b, r][x, y]上で計算する．ここで，アルゴリズム GröbnerBasisは {−ar +

1, a + b2, y + 1, x − br}を出力する．今は {a + b2 = 0, a , 0}で r = 1
a の場合を考えているので

−ar+1, a+b2は必要ない．よって定理 11より，各 α ∈ V(a+b2)\V(a)においてσα({ax−b, y+1})
は C[x, y]上で 〈σα(F)〉のグレブナ基底である．すなわち，包括的グレブナ基底系の一つのセル
は (V(a + b2)\V(a), {ax − b, y + 1})である．

(4)最後に，{a+ b2 = 0, a = 0}の場合を考える．この場合明らかにグレブナ基底は {1}である．
したがって，�に関して 〈F〉の包括的グレブナ基底は {(C2\V(a+ b2), {1}), (V(a+ b2)\V(a), {ax−
b, y + 1}), (V(a, b), {1})}である．これは以下を意味する． (C3\V(a + b2), {1}), (V(a + b2)\V(a), {ax − b, y + 1}),

(V(a, b), {1})

．
この操作を図示したものが Figure 4である．

Input: F = {xy + x, ax2 + y + 2, bxy + y}

§̈ ¥¦a + b2, y + 1, bx + 1, ax − b

§̈ ¥¦y + 1, bx + 1, ax − b{1}

{ax − b, y + 1} {1}

?
グレブナ基底計算

´
´

´
´

´́+

a , 0

¡
¡

¡¡ª

a + b2 , 0
Z

Z
Z

ZZ~

a + b2 = 0

Z
Z

Z
Z

Z~

a = 0

Figure 4:

Gを K[Ā][X̄]上のイデアルのグレブナ基底とし，集合 E を以下のように定義する．

E := { f ∈ G : ∃g ∈ G\{ f }s.t. lppX̄( f )| lppX̄(g)}.

包括的グレブナ基底系の計算のため定理 11を適用するならば，Gから一つの多項式を選択する

必要がある．そこで，次の問題がある．

効率的に計算するためにはどのような多項式を選ぶべきか？



14 数式処理第 15巻第 1号 2008

例 13 (2)において，lpp{x,y}(ax − b)は lpp{x,y}(bx + 1)を割るので ax − bを選んだ．この例の場合

E = {ax−b, bx+1}となる．もし Eが空集合なら，そのとき定理 11では，各 ā ∈ Lm\(V(lcX̄(g))∪
V(h)) = Lm\V(h)においていつも lpp(σā(H)) = lpp(σā(H′))となる．(この場合，明らかに σā(H)

と σā(H′) は L[X̄] 上で � に関して 〈F〉 のグレブナ基底である．) この場合では，V(lcX̄(H)) =

V(lcX̄(H′)∪ {lcX̄(g)})となるので，定理 11を適用すべきでない．すなわち，パラメータ空間のセ

ルの数は任意に選ばれた多項式によって変化しないので，定理 11を適用すると余分な計算が増

えるのでこの場合は Suzuki-Satoの定理 8を適用したほうが良い．もし Eが空集合でなければ

新しいアプローチとして定理 11を適用する．このときこの定理はパワフルに働く．このこと
より，問題の答えは “E から一つの元を選ぶこと”と言うことができる．(実際，E が空集合で

ない場合はよく起こる．)新しいアルゴリズムでは一般的なグレブナ基底計算の normal strategy

のように，集合 E を求めたあとその中で定められた項順序に関して最小の先頭項を持つものを

選ぶ．(ここでの戦略はいろいろ考えられるがここでは述べず，次の章で考えるようにする．)

アルゴリズムの後に書く注意においてなぜアルゴリズム NEWにおいて自然数 U が必要なの

かを述べる．

アルゴリズム 14 (NEW(F,U,�))
Input F: K[Ā][X̄]の有限集合, �: pp(X̄)の項順序, U: 自然数 (< ∞),

Output G: �に関する Lm 上 〈F〉の包括的グレブナ基底系．
begin

G ← NewCGSMain(F, ∅, ∅, 1, 0,�,U)

return(G)

end

アルゴリズム 15 (NewCGSMain (F, L1, L2,D,N,�,U))
Input F: K[r, Ā][X̄]の有限集合， L1: K[Ā]の有限集合 (= 0), L2: K[Ā]の有限集合 (, 0),

D: K[Ā]の多項式， U: 自然数 (< ∞)， �: pp(X̄)の項順序， N: 自然数 (< U)，

Output H: �に関する V(L1)\V(L2)上 〈F〉の包括的グレブナ基底系．
begin
1: G ← GröbnerBasisB(F ∪ L1,�) in K[r, Ā][X̄]

2: G∗ ← Transform(G,D)

3: G1 ← G∗\{g : g ∈ G∗ ∩ K[Ā], g ∈ 〈L1〉}
4: E ← { f ∈ G1 : ∃g ∈ G1\{ f } s.t. lppX̄( f )| lppX̄(g)}
5: if E , ∅ and N ≤ U then
6: E から qを取る．このとき，lppX̄(q)は �に関して lppX̄(E)で最少である．

(r := lcX̄(q)−1, i.e., rは新しい変数 )

7: q∗ ← lppX̄(q) + r · (q − lmX̄(q)) (i.e., lcX̄(q∗) = 1)

8: F∗ ← (G1\{q}) ∪ {q∗}
9: {t1, . . . , tk} ← factorize(lcX̄(q))

10: t ← t1 · t2 · · · tk
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11: if V(L1)\(V(t) ∪∪s∈L2
V(s)) , ∅ then (♣1)

12: N ← N + 1

13: H1 ← NewCGSMain(F∗, L1, L2 ∪ {t}, lcX̄(q),N,�,U)

14: end-if
15:H2 ← NewCGSMain(G1, L1 ∪ {t1} , L2, ∅, 0,�,U) ∪ · · ·

· · · ∪ NewCGSMain(G1, L1 ∪ {tk} , L2, ∅, 0,�,U)

16: H ← H1 ∪ H2

17: else
18: S ← {h1, .., hl} := { f : V( f ) ⊂/∪s∈L2

V(s), f ∈ factorize(lcX̄(g)), lcX̄(g) < K, g ∈ G1} (♣2)

19: h← LCM(h1, . . . , hl)

20: H ← {(L1, {h},G1)}
21: if S , ∅ then
22: while S , ∅ do
23: S から pを取る; S ← S \{p}
24: H ← H∪ NewCGSMain(G1, L1 ∪ {p}, L2, ∅, 0,�,U)

25: end-while
26: else
27: H ← {(L1, L2,G1)}
28: end-if
29: end-if
30: return(H)

end

アルゴリズム 16 (Transform(F,D))
Input F :K[r, Ā][X̄]の有限部分集合， D:K[Ā]の多項式，

Output K[Ā][X̄]の有限部分集合．

• F に，r = 1
D として代入し変数 rを消去する．そしてすべてが多項式の形を取るように分母を

払う．

注意 : アルゴリズムの (♣1)と (♣2)において，記号
∪
を使っている．h1, h2 ∈ K[Ā]で，明らかに

V(h1)∪V(h2) = V(LCM(h1, h2))であるので，L2 = {s1, . . . , sl}としたとき，記号V(LCM(s1, . . . , sl))

は
∪

s∈L2
V(s)の変わりに使うことができる．ここでは定理 11において記号 “∪”を使ったのでこ

の記号を使った．

定理 11と系 12において，集合 F を次のように変形する必要がある．

(1) 〈F〉のグレブナ基底 H を計算する．（F から H への変形） (1行目)

(2)新しい変数 rによって H を H′ へ変形する． (7行目)

(3) 〈H′〉のグレブナ基底G′ を計算する．（H′ からG′ への変形） (1行目)

(4) G′ をGへ変形する． (2行目)

このアルゴリズムでは “, 0”の場合の枝の深さを自然数 U で制限している．多くの場合この制
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限は必要ない．しかしながら，(1)から (4)の式の変形を何度も繰り返しているとまれに同じも

のが出現し無限ループ（1行から 14行）に陥る場合が存在する．この無限ループを解消するた

めに自然数 U を導入した．定理 8と定理 11と系 12によって U が有限な自然数であれば何で

あっても出力は包括的グレブナ基底系である．詳しいことは定理 17の証明で議論する．

論文 [SS06]においてより良い包括的グレブナ基底を計算するためにいろいろな最適化のテク

ニックが述べられているように，アルゴリズム NEWでも同じようなテクニックを使うことがで

きる．これらのテクニックについては [SS06]を参照．

定理 17
アルゴリズム NEW(F,U,�)は終了し，�に関して 〈F〉の包括的グレブナ基底系を出力する．

証明 まず最初にアルゴリズムの停止性についてみる．アルゴリズム NewCGSMain(F, L1, L2,

D,N,�,U)の停止性を証明する．アルゴリズム 15での鍵となる部分は 5行目である．

(∗1)もし E = ∅で N ≤ U ならば，18–29行目を考える．実際，この場合は Suzuki-Satoのアプ

ローチである．この場合，アルゴリズムは 1個の断片を生成する．（19行目を見よ．）

(∗2)もし E , ∅で N ≤ U ならば，6–16行目を考える必要がある．この場合，アルゴリズムは

何も生成しない．

アルゴリズム NewCGSMainは再帰的なアルゴリズムで木構造を作る．この木構造から任意の

パスをとる．このパスが有限な深さを持つことを証明すればアルゴリズムが停止することが証明

される．すなわち，17–28行 (∗1)と 6–15行 (∗2)がこのパスで有限回実行されることが言えれ

ば良い．Suzuki-Satoアルゴリズムと同じ理由により (∗1)は有限回実行される（参照 [SS06]）．

したがって，(∗2)が有限回実行されることを証明する必要がある．アルゴリズムの (注意)でも

少し述べたように，もし自然数 U がなければ (∗2)の過程で何度も変形をするので無限ループに

陥る可能性があり．しかし，U は有限な数より多くても U 回 (∗2)を “連続”で実行するだけで

止まる．止まれば，次の実行は (∗1)となる．(∗1)は有限回しか実行されないことよりこのアル

ゴリズムは停止する．

次に，このアルゴリズムは包括的グレブナ基底系を出力することを証明しなければならない．

この証明はほぼ Suzuki-Satoアルゴリズム [SS06]と同じである．注意する点は，新しいアルゴ

リズムの核となる定理 11と系 12を使っているところである．13と 15行目において，このア

ルゴリズムは t = LCM(t1, . . . , tk) , 0 と t1 = 0, . . . , tk = 0 の場合を計算している．すなわち，∪k
i=1 V(ti)∪ (Lm\V(t)) = Lm である．この事実と Suzuki-Satoアルゴリズム (の証明)により，出

力はいつも全てのパラメータ空間を覆う包括的グレブナ基底系である．

著者はアルゴリズム NEWを計算機代数システム Risa/Asirに実装した．次の例で，このプロ

グラムがどのような出力をするかを見る．ここで，NEWの入力として必要となる自然数 U を 5

とする．

例 18
F = {ax2 + by2, cx2 + y2, 2ax− 2cy}をQ[a, b, c][x, y]の部分集合，a, b, cをパラメータ，x, yを変
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数とする．ここで項順序として x � yとなる辞書式順序 �を考える．このとき，〈F〉の包括的グ
レブナ基底系としてプログラムは次を出力する．

[a,b,c]==0, [[1]]!=0, [y^2].

[b^2+c,a-c*b,b*a+c^2]==0, [[a]]!=0, [a*x-c*y].

[a,c]==0, [[b^2+c]]!=0, [y^2].

[a,c*b]==0, [[c],[b^2+c]]!=0, [c*x^2,y].

[a-c*b]==0, [[a],[b^2+c]]!=0, [a*x-c*y,y^2].

[a]==0, [[c],[a-c*b]]!=0, [c*x^2,y].

[0]==0, [[a],[a-c*b]]!=0, [a*x-c*y,y^2].

これは次を意味する．
(V(a, b, c), {y2}), (V(b2 − +c, a − cb, ba + c2)\V(a), {ax − cy}),
(V(a, c)\V(b2 + c), {y2}), (V(a, cb)\(V(c) ∪ V(b2 − c)), {cx2, y}),
(V(a − cb)\(V(a) ∪ V(b2 − c)), {ax − cy, y2}), (V(a)\(V(c) ∪ V(a − cb)),
{cx2, y}), (C3\(V(a) ∪ V(a − cb)), {ax − cy, y2})


．

この出力は7個の断片を持つ．著者はSuzuki-Satoアルゴリズムも計算機代数システムRisa/Asir

に実装し，この例題を計算した．そのとき 17個の断片を出力した．

4.3 他のテクニック

ここでは，より良い包括的グレブナ基底系を計算するためにいくつかの最適化のテクニックに

ついて考える．Suzuki-Satoアルゴリズム，新しく紹介したアルゴリズムの両方の基礎となる理

論はグレブナ基底の安定性である．すなわち，どのような場合にグレブナ基底が安定するかを考

えればよい．これを考えたとき以下のような場合にも安定性を言うことができる．以下のような

場合は特別であると思われるが，著者の経験上，計算を何度かしてみると案外見ることがある．

補題 19
Fを K[Ā][X̄]の部分集合，�を pp(X̄)上の項順序，Gを �に関しての 〈F〉のグレブナ基底とする．
ここで，g1, . . . , gl ∈ GにおいてMonoX̄(gi) ⊂ 〈lppX̄(G\{g1, . . . , gl})〉であるとする (1 ≤ i ≤ l)．ま

た，{h1, . . . , hs} := {lcX̄( f ) ∈ K[Ā] : f ∈ G\{g1, . . . , gl}}で h := LCM(h1, . . . , hs)とする．

そのとき，任意の ā ∈ Lm\V(h)において，

(1) σā と �に関して，〈G〉は安定である，
(2) L[X̄]上で σā(G\{g1, . . . , gl})は �に関して 〈σā(F)〉のグレブナ基底である．

証明

仮定よりMonoX̄(gi) ⊂ 〈lppX̄(G\{g1, . . . , gl})〉であるので, lmX̄(σā(gi)) ∈ 〈lppX̄(G\{g1, . . . , gl})〉を
得る. したがって, 〈σā(lmX̄(G))〉 = 〈σā(lmX̄(G\{g1, . . . , gl}))〉. ここで，σā(gi)はσā(G\{g1, . . . , gl})
によって 0に簡約される．定理 5より，Gは σāに関して安定であり，σā(G\{g1, . . . , gl})は �に
関して L[X̄]上で 〈σā(F)〉のグレブナ基底である．
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この補題の簡単な例はもうすでに例 13において見た．もし，lppX̄(p) = 1となる p ∈ G が存

在したならば（記号は上の補題と同じ），その時，包括的グレブナ基底系の他の断片を計算する

ため G\{p}についての係数のチェック等を考える必要はない．なぜならば 1はすべてを割るか

らである．もっと一般的な補題 19の例を次で見る．

例 20
a, b をパラメータとして，x, y, z を変数とする．また，F = {axz + bxz + a, bz + a, (a2 + a)xy}
を Q[a, b][x, y, z] の部分集合とする．アルゴリズム GröbnerBasis によって 〈F〉 の辞書式順序
x � y � zのグレブナ基底Gを計算することができる．このグレブナ基底 Gは以下である．

G =

 g1 = bz + a, g2 = (−a2 − a)y, g3 = (−a2 − ab)x + ab,

g4 = (az − a)x + a, g5 = (b − 1)axy − aby

．
このとき，g5 ∈ 〈lpp{x,y}(g1), . . . , lpp{x,y}(g4)〉である．補題 19より，任意のα ∈ C2\V(ab(a+1)(a+b))

において，{σα(g1), . . . , σα(g4)}はC[x, y, z]上で 〈σα(F)〉のグレブナ基底である．ここで，補題 19

を使うことで g5 を除くことができる．したがって，{lc{x,y}(g5) = b − 1 = 0}の場合を考える必要
がないので，包括的グレブナ基底系の断片の数を抑えることができる．

この補題のテクニックと似ているものに K[Ā][X̄]上での syzygyを用いた特別なリダクション

を使うテクニックがある．このテクニックがどのように役に立つかを見るためにまず次の例を

見る．

Q[a, b][x, y, z]の多項式の集合として F = { f1 = ax + 1, f2 = (b + 1)y, f3 = az + bz + z}を考え
る．今，�を pp(x, y, z)上の辞書式順序で x � y � zとする．．〈F〉のグレブナ基底を計算するた
めアルゴリズム GröbnerBasisよりまず F を Q[a, b, x, y, z]の集合として考える．次に，ブロッ

ク項順序 �{x,y,z},{a,b}よりグレブナ基底をQ[a, b, x, y, z]上で計算する．ここで，�glexを pp(a, b)上

の全次数辞書式順序とし a �glex bとする．その時，Q[a, b, x, y, z]でのブロック項順序 �{x,y,z},{a,b}
に関して 〈F〉のグレブナ基底は

G = {g1 = (a + b + 1)z, g2 = (b + 1)y, g3 = yz, g4 = ax + 1, g5 = (b + 1)xz − z}

である．GはQ[a, b, x, y, z]上で簡約グレブナ基底なので，∀g ∈ GはG\{g}によって簡約されな
い．Gは Q[a, b, x, y, z]上で簡約グレブナ基底なので，∀g ∈ Gは G\{g}によって簡約されない．
しかしながら，g5 を見ると Q[a, b][x, y, z]上で lm{x,y,z}(g5) ∈ 〈lm{x,y,z}(G\{g5})〉である．つまり，
g5 は Q[a, b][x, y, z]上では g5 = x · g1 − z · g4 と書かれる．すなわち，g5 は Q[a, b][x, y, z]上で

は，g1と g4によってゼロに簡約され，g5は冗長な多項式であることが分かる．しかし，G\{g5}
はアルゴリズム GröbnerBasisによっては計算されない．(参照 [Nab06])そこで，次のような

リダクションを定義する．

定義 21 (リダクション [AL94])
2つの多項式 f , hとゼロでない多項式の集合 F = { f1, . . . , fs} ⊂ K[Ā][X̄] が与えられたとき， f

は F によって hへリダクション (reduction)されるとは，lcX̄( f ) = c1 lcX̄( f1) + · · · + cs lcX̄( fs)
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となる c1, . . . , cs ∈ K[Ā]と lppX̄( f ) = Di lppX̄( fi) となる D1, . . . ,Ds が存在するとき，h = f −
(c1D1 f1 + · · · + csDs fs)となる．

このリダクションを使うことで上での g5 は g1 と g4 によってゼロとなる．アルゴリズム Gröb-

nerBasisの実行後は，不必要な元が存在する場合がある．この不必要な元を削除するためにこ

の特別なリダクションを使うことでより良い包括的グレブナ基底を計算することが可能である．

4.4 モノイデアル

ここでは単項から生成されるイデアルのパラメトリック・グレブナ基底について考える．ま

ず，包括的グレブナ基底の定義を次で与える．

定義 22 (包括的グレブナ基底)
pp(X̄)上の項順序を固定し，とGを K[Ā][X̄]の部分集合とする．任意の ā ∈ Lm において，もし

G ⊂ 〈F〉で σā(G)が L[X̄]上で 〈σā(F)〉のグレブナ基底であるならば，Gを 〈F〉の包括的グレブ
ナ基底 (CGB)と言う．

単項のみから生成されるイデアルのパラメトリック・グレブナ基底は一般の場合に比べれば

簡単である．グレブナ基底の定義と安定性の定義から単項のみから生成されるパラメトリック・

イデアルはいつもそれ自身がそれ自身の包括的グレブナ基底である．しかしながら，パラメータ

に値を代入してもそれは簡約グレブナ基底ではない．すべてのパラメータの場合において簡約グ

レブナ基底になるようなものを得るには，そのようになる包括的グレブナ基底系を計算する必要

がある．この単項の場合では定理 11はもっと簡単になる．まず，選ぶ多項式はすべて単項であ

ることから変数 r は必要ない．また，いつも安定であることより選んだ単項の係数を 1とし割

ることのできる単項を割るだけでよく，グレブナ基底の計算は必要ない．この割り算を繰り返す

ことで簡約グレブナ基底になる包括的グレブナ基底系の断片を得ることをできる．アルゴリズム

NEWの手順のようにすればすべてのパラメータの場合で簡約グレブナ基底となる包括的グレブ

ナ基底系を簡単に計算することができる．（参照 4.1章モチベーション）

5 戦略と実験
本章では，計算機代数システム Risa/Asir上に実装された 2つのアルゴリズム Suzuki-Sato，

NEWを比較する．アルゴリズム NEWは定理 11を適用しているのでグレブナ基底計算後その

グレブナ基底から 1つ多項式を選ばなければならない．簡単のためにこの多項式を次のように

定義する．

定義 23 (消去多項式)
I ⊆ K[Ā][X̄]をイデアル，�を pp(X̄)上の項順序とする．さらに，Gを �に関する I のグレブナ

基底とし，E := { f ∈ G : lppX̄( f )| lppX̄(g)となるような g ∈ Gが存在 }とする．このとき任意の
f ∈ E をGの消去多項式と言う．

この消去多項式の選択方法はいくつか考えられる．この選択方法によって出力される包括的グ

レブナ基底系，計算速度は大きく変わってくるので選択方法は重要である．アルゴリズム NEW
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の “6行目”では次の戦略１を適用した．この 6行目で消去多項式の選択の戦略を変える事ができ

る．まず，次の戦略 1を持つアルゴリズム NEWと Suzuki-Satoアルゴリズムを比較する．ここ

で比較に使った計算機は PC [ CPU:Pentium M 1.73 GHz, Memory 1024 MB RAM, OS: Windows

XP]ある．また，アルゴリズム NEWでの自然数 U を 5と固定した．

•戦略 1
¨
§

¥
¦項順序 �に関して最小の消去多項式を E から選ぶ．

以下，a, b, c, d をパラメータとし，x, y, z,w を変数，項順序 � を x � y � z � w なる辞書式

順序と固定する．次の C[a, b, c, d][x, y, z,w]の部分集合を考える．F1 = {ax4y + xy2 + bx, x3 +

2xy, bx2 + x2y}, F2 = {ax2 + by2, cx2 + y2, 2ax − 2cy}, F3 = {ax4 + cx2 + b, bx3 + x2 + 2, cx2 + dx},
F4 = {ax3y + cxy2, x4y + 3dy, cx2 + bxy, x2y2 + ax2, x5 + y5}.

Problem アルゴリズム 断片の数 CPUタイム (sec.)

F1
Suzuki-Sato 7 0.079

NEW 4 0.031

F2
Suzuki-Sato 17 0.235

NEW 7 0.078

F3
Suzuki-Sato 31 2.421

NEW 22 2.203

F4
Suzuki-Sato 39 1.391

NEW 15 0.234

上の図では NEW はオリジナルの Suzuki-Sato より効率的であることがわかる．次にもう

少し難しいものについて見てみる．F5 = {ax2y + bx + y3, ax2y + bxy, y2 + bx2y + cxy}, F6 =

{x4+ax3+bx2+ cx+d, 4x3+3ax2+2bx+ c}, F7 = {x3−a, y4−b, x+ y−az}, F8 = {ax2+by, cw2+

z, (x − z)2 + (y − w)2, 2dxw − 2by}.

Problem アルゴリズム 断片の数 CPUタイム (sec.)

F5
Suzuki-Sato 14 0.219

NEW 6 0.109

F6
Suzuki-Sato 875 92.88

NEW 17 0.312

F7
Suzuki-Sato 7 0.282

NEW −− > 30 m

F8
Suzuki-Sato −− > 30 m

NEW −− > 30 m

F5 と F6 において，NEW は Suzuki-Sato より速い．これは，NEW が生成する断片の数が

Suzuki-Satoの生成する断片の数より小さいからである．F7においては，Suzuki-Satoではすぐ

に計算結果を得ることができる．しかし，NEWでは 30分間以上計算機を走らせても計算結果を得

ることはできなかった．これはなぜか？NEWでは rとして新しい変数を導入してC[r, a, b][x, y, z]
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上でグレブナ基底の計算が必要である．このグレブナ基底の計算が重いことから 30分間しても

計算結果を得ることができなかった．グレブナ基底計算において変数を増やすことは計算量・計

算速度の立場から見ると危険なことである．また，rとして複雑なパラメータ入りの係数を取る

と rを元に戻したときに，戻した多項式の集合は複雑な形となりその (rのない)グレブナ基底計

算が重くなることもある．ここで，Suzuki-Satoと NEWの問題をまとめると以下である．

• Suzuki-Sato数多くの断片を生成する．

• NEWは重いグレブナ基底計算が必要である．（しかし，断片の数は多くはない．）

ここで，消去多項式の選択方法を変えてみる．実際，F7 におていプログラム NEWは悪い消

去多項式を選択したことによって，プログラムは計算結果を 30分以内に返さなかった．包括的

グレブナ基底系の計算においては E からより良い消去多項式を選ぶことは重要なことである．

(E := { f ∈ G : ∃g ∈ G\{ f } s.t. lppX̄( f )| lppX̄(g)})
実際，F7 においては，NEWは 12個の単項を持つ多項式を消去多項式として選択している．

i.e.，集合Mono{x,y}( f )の要素数が 12である．この多項式は大きく，そして変数 rを先頭項以外

の 11個の単項に掛けることよりその後のグレブナ基底計算が重くなると考えられる．この考察

から著者は多くの計算実験をした結果，包括的グレブナ基底の計算時には “我々は小さい多項式
を消去多項式を選ぶべき”ということに気がついた．すなわち，計算速度に関して消去多項式
の単項の数をカウントすることを考察する必要がある．ここで，戦略 2を紹介する．

•戦略 2

²
±

¯
°

E の元の中で指定された数以下の項を持つ元を消去多項式の候補として

選ぶ．次にそれらに戦略 1を適用する．

ここで Es として次のように定義する．

Es := { f ∈ G : ](MonoX̄( f )) ≤ s,∃g ∈ G\{ f } s.t. lppX̄( f )| lppX̄(g)}

s ∈ Nで ](MonoX̄( f ))は集合MonoX̄( f )の要素数である．明らかにこの場合 Es ⊆ E である．こ

の Esは消去多項式が s個の単項を持つ集合である．戦略 2と戦略 1を区別するため，戦略 1を

NEWと書き戦略 2で Es を持つものを NEW[s]と書くようにする．すると以下の図のようにな

る．戦略 2を導入したことによって得られなかったものが得られるようになり，Suzuki-Satoよ

りもより良い結果が得られることが下の表より分かる．現在，計算速度と断片の数を考慮した最

良の消去多項式の決定方法はオープンプロブレムである．
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Problem アルゴリズム 断片の数 CPUタイム (sec.)
NEW[1] 621 91.39

F6 NEW[2] 53 1.141
NEW[3] 17 0.359

Suzuki-Sato 7 0.328
F7 NEW[1] 7 0.375

NEW[2] 7 0.375

F8
Suzuki-Sato −− > 30 m

NEW[1] 458 133.2

次に多くの人々が考える次の戦略について少し見る．

•戦略 3

º

¹

·

¸
E の各元の先頭項が lppX̄(G)の元をいくつ割るかカウントし，その
割る元の数が最大となる E の元を消去多項式とする．もし，最大数の

数が同じなら �に関して小さいものをとる．

この場合，問題によって良い場合と悪い場合があるがグレブナ基底計算が重くなる場合が多く

見られる．基本的な振る舞いは戦略 1と大きな違いはないように思われる．NEWのアルゴリズ

ムは再帰的構造で小さいものから消去多項式を取っていくからこのような場合も計算するからだ

ろうと考えられる．

戦略 1と戦略 3を見た場合，経験的に戦略 3の場合が重いグレブナ基底計算が必要となる場

合が多い．それは，戦略 3は複雑な多項式の形の集合のままでのグレブナ基底計算が必要となる

一方，戦略 1は多項式の集合から小さい消去多項式を選び，複雑な多項式の形の集合をいくぶん

複雑でない形，もしくはそんなに複雑にしない形に変形している（ここでの変形はグレブナ基底

計算）のでその後のグレブナ基底計算が戦略 3の場合よりも重くないと考えられる．

本アルゴリズムは Suzuki-Satoアルゴリズムの改良なので Suzuki-Sato同様に計算時間はグ

レブナ基底計算に依存している．

他のパラメトリック・グレブナ基底計算のプログラム [DS97, DSS06, Mon02, MM06] と

Risa/Asir上の NEW(または NEW[s])の実装と比較すると，パラメータ Āの数が少ないときは

Suzuki-Sato同様に速い．パラメータの数が多いときもNEW(またはNEW[s])によりSuzuki-Sato

では得られなかった計算結果が得られるようになった．しかしながら，この場合はREDUCE[DS97]

での実装，または MAPLE での実装 [Mon02, MM06] が速い場合も多々見られる．もちろん，

Risa/Asir上での本実装が速い場合も多々見られる．どの実装が速いかは問題に依存する．

6 まとめ
Suzuki-Satoアルゴリズムはパラメータ Āの数が少ないときに高速に計算することができる．

しかしながら多いときに生成させる包括的グレブナ基底系の断片の数が多くなることから計算速

度は遅くなる．なぜならばパラメータの数が多いとパラメータ空間の分割の数が多くなることか

らその分割の数だけグレブナ基底の計算をする必要が出てくることが原因である．この分割数の

増大は，包括的グレブナ基底系の計算時に K[Ā][X̄]（多項式環を係数とする多項式環）上のグ
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レブナ基底の計算が必要となり，そのグレブナ基底と L[X̄]（体を係数とする多項式環）上の簡

約グレブナ基底とのギャップが引き起こすものである．このギャップを埋めるべく，本稿では消

去多項式を選択し新しい変数 rを導入して再度グレブナ基底を計算することでパラメータ空間の

分割の数を抑えることに成功した．これにより，より良い包括的グレブナ基底系を得ることがで

き，また多くの場合で計算速度も向上している．しかしながら，新しいアルゴリズムでは重いグ

レブナ基底計算が必要となるときがある．このことより分割の数と計算時間を考慮した最良の消

去多項式を選択することが重要である．
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